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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ
Актуальность работы. Данная работа посвящена изучению алгорит-
мической сложности естественных отношений на линейных порядках.
Более обще, теория вычислимых моделей занимается изучением вопро-
сов эффективности алгебраических структур и моделей. История изучения
подобных структур обширна и берет начало с работ Д. Гильберта и М. Де-
на. Отечественные исследования в этом направление и становление вычис-
лимой теории моделей как самостоятельного направления современной ма-
тематической логики обязаны трудам выдающегося математика академика
А. И. Мальцева [5], [6]. Одним таким классическим примером изучаемым в
рамках этой теории являются вычислимые линейные порядки. Вычислимые
линейные порядки широко исследовались многими авторами такими, как
Р. Ганди [32], Р. Доуни [21, 22], Р. Доуни и Дж. Найт [25], Р. Доуни и М. Мо-
зес [24], M. Мозес [37, 38, 39] Х. Райс [42], Л. Фейнер [27, 29], А. Н. Фролов [9,
30, 10, 11, 12, 13], Дж. Харрисон [33], Чен [17], Дж. Чишолм и М. Мозес [18],
К. Эш [16] и др.
На протяжение истории изучения линейных порядков формировался круг
наиболее естественных отношений на них, а именно, отношения соседства 𝑆,
блока 𝐹 , плотности 𝑑𝑛, предельности справа 𝑃+, предельности слева 𝑃−.
Данные отношения исследовались многими авторами при изучении линейных
порядков, их структурных свойств и классификации. М. Мозес [37, 38] пока-
зал, что линейный порядок имеет 1-разрешимое представление тогда и только
тогда, когда он имеет вычислимое представление с вычислимым отношением
соседства. С.C. Гончаров и В.Д. Дзгоев [3] и Дж. Реммел [44] показали, что
вычислимый линейный порядок является вычислимо категоричным тогда и
только тогда, когда он имеет только лишь конечное число соседних элемен-
тов. А. Фролов [13] показал, что линейный порядок является низким тогда и
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только тогда, когда он имеет ∅′-вычислимое представление с ∅′-вычислимым
отношением соседства. Г. Ву, Р. Доуни, Ш. Лемпп [26] и А. Фролов [9] в со-
вокупности показали, что спектр отношения соседства либо тривиален, либо
замкнут наверх в в.п. степенях.
Отношение блока исследовались, например, в работах М. Мозеса [37, 38],
где было показано, что отношение блока вычислимо категоричного 1-раз-
решимого линейного порядка является вычислимым. Все введенные выше
отношения использовались в работе Дж. Тёрбера [46], который исследовал 2-
низкие булевы алгебры, порожденные линейными порядками. Также данные
отношения использовались в работе П.Е. Алаева, Дж. Тёрбера, А.Н. Фро-
лова [1] для исследования 2-низких квазидискретных линейных порядков.
М. Зубков [4] исследовал отношения соседства и блока на начальных сегмен-
тах вычислимых линейных порядков, что позволило ему получить более про-
стое доказательство теоремы Коулза-Доуни-Хусаинова [19] о существовании
вычислимого линейного порядка с неконструктивизируемым Π02-начальным
сегментом. Отношения соседства, предельности справа, предельности сле-
ва использовались в работе А. Фролова [30] для описания 2-низких линей-
ных порядков. А именно, им было показано, что ∅′′-вычислимость структуры
⟨N, <ℒ, 𝑆ℒ, 𝑄ℒ, 𝑃+ℒ , 𝑃−ℒ ⟩, где ℒ = ⟨N, <ℒ⟩— линейный порядок, влечёт суще-
ствование 2-низкого представления порядка ℒ. Этот результат для специаль-
ных классов линейных порядков имеет более простой вид: если ℒ = ⟨N, <ℒ⟩—
дискретный или разреженный линейный порядок, то ∅′′-вычислимость струк-
туры ⟨N, <ℒ, 𝑆ℒ, 𝐹ℒ, 𝑃+ℒ , 𝑃−ℒ ⟩ влечет существование 2-низкого представле-
ния порядка ℒ. Если же ℒ = ⟨N, <ℒ⟩ — квазидискретный линейный порядок,
то из ∅′′-вычислимости структуры ⟨N, <ℒ, 𝑆ℒ, 𝐹ℒ, 𝑑𝑛ℒ, 𝑃+ℒ , 𝑃−ℒ ⟩ следует, что
ℒ имеет 2-низкое представление. Изучению арифметической сложности всех
введенных выше отношений также посвящена недавняя магистерская работа
У. П. Тёрнера [47]. Из последних результатов видно, что отношения соседства
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𝑆, блока 𝐹 , плотности 𝑑𝑛, предельности справа 𝑃+, предельности слева 𝑃−
играют важную роль в исследование линейных порядков.
Классический результат [21] о существование вычислимого, но не 1-вычи-
слимого линейного порядка является непосредственным следствием теоремы
о существовании вычислимого линейного порядка ℒ, имеющего порядковый
тип 𝜔, такого, что отношение соседства 𝑆ℒ невычислимо. Нетрудно видеть,
однако, что отношения 𝐹ℒ, 𝑑𝑛ℒ, 𝑃+ℒ , 𝑃
−
ℒ вычислимы. Следовательно, вы-
числимость отношений блока 𝐹ℒ, плотности 𝑑𝑛ℒ, предельности справа 𝑃+ℒ и
предельности слева 𝑃−ℒ вычислимого линейного порядка ℒ не влечет вычис-
лимости отношения соседства 𝑆ℒ. Возникает вопрос об описании возможной
зависимости естественных отношений на вычислимых линейных порядках.
Проблема 1. Получить описание зависимости естественных отношений со-
седства 𝑆, блока 𝐹 , плотности 𝑑𝑛, предельности справа 𝑃+, предельности
слева 𝑃− на вычислимых линейных порядках.
Естественным продолжением исследования является изучение алгорит-
мической зависимости этих отношений на вычислимых представлениях ли-
нейных порядков в смысле следующего определения:
Определение 1. Набор отношений 𝒫1 назовем алгоритмически зависимым
на вычислимых представлениях линейных порядков от набора отношений
𝒫2, если для любого линейного порядка вычислимость отношений из 𝒫2 в
некотором его вычислимом представлении влечет существование такого его
вычислимого представления, что на нем вычислимы все отношения из набора
𝒫1.
Проблема 2. Описать зависимость естественных отношений соседства 𝑆,
блока 𝐹 , плотности 𝑑𝑛, предельности справа 𝑃+, предельности слева 𝑃− на
вычислимых представлениях линейных порядков.
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Первый результат в этом направлении был получен М. Мозесом [37], ко-
торый показал, что вычислимость отношения блока 𝐹𝒜 в некоторой вычис-
лимой копии 𝒜 произвольного порядка ℒ влечет существование такого его
вычислимого представления ℬ, что отношение соседства 𝑆ℬ вычислимо. Та-
ким образом, отношение блока и соседства являются алгоритмически зави-
симыми в вышеуказанном смысле, а именно, если 𝒫1 = {𝑆} и 𝒫2 ∋ 𝐹 , то
𝒫1 алгоритмически зависит от 𝒫2 на вычислимых представлениях линейных
порядков. Дж. Реммелом и С. C. Гончаровым было показано, что существует
вычислимый линейный порядок ℒ такой, что в любой его вычислимой ко-
пии отношение соседства 𝑆ℒ невычислимо. Можно заметить, что (см., напри-
мер [21]) этот результат также доказывается кодированием ∅′-вычислимого
линейного порядка ℒ, не имеющего вычислимого представления, в вычисли-
мый линейный порядок ̃︀ℒ имеющий порядковый тип (𝜂+ 2 + 𝜂) · ℒ. Нетрудно
видеть, что порядок ̃︀ℒ является искомым. Подобные конструкции кодирова-
ния линейных порядков играют важную роль в теории. К примеру, первый
пример нетривиального, то есть невычислимого линейного порядка, был по-
строен Фейнером [27, 29], который показал, что для любого бесконечного Σ03-
множества𝑀 , не содержащего 0, существует вычислимый линейный порядок
типа
𝜁 + 𝑛0 + 𝜁 + 𝑛1 + . . . ,
где 𝑛0, 𝑛1, . . . перечисление 𝑀 в порядке возрастания. Здесь 𝜁 обозначает
тип естественного порядка целых чисел Z. Линейный порядок такого типа
называется сильным 𝜁-представлением множества 𝑀 . Ясно, что данное ко-
дирование допускает релятивизацию. Тогда, взяв в качестве𝑀 произвольное
Σ04-множество, не являющееся Σ03-множеством, получаем, что сильное 𝜁-пред-
ставление множества𝑀 имеет ∅′-вычислимое представление и не изоморфно
никакому вычислимому линейному порядку. Используя различные вариан-
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ты кодирования линейных порядков в работе получено полное описание воз-
можных вариантов алгоритмической зависимости естественных отношений
на вычислимых представлениях линейных порядков. А именно, доказано,
что нет других зависимостей, кроме той, которую установил М. Мозес.
В третьей главе изучаются начальные сегменты линейных порядков. На-
чальные сегменты вычислимых линейных являются классическим примером
подструктуры линейного порядка и предметом многочисленных исследова-
ний [32, 43, 19, 15, 4]. Отметим, что сложность начального сегмента вычис-
лимого линейного порядка может быть очень высокой. Согласно результатам
Р. Ганди [32] и Дж. Харрисона [33], существует вычислимый линейный поря-
док с начальным сегментом, изоморфным 𝜔𝐶𝐾1 — наименьшему неконструк-
тивному ординалу. М. Роу [43] показал, что Π01-начальный сегмент вычисли-
мого линейного порядка имеет вычислимое представление. С другой стороны,
им был построен пример вычислимого линейного порядка с неконструктиви-
зируемым Π03-начальным сегментом. Р. Коулз, P. Доуни и Б. Хусаинов [19] по-
казали, что существует вычислимый линейный порядок с Π02-начальным сег-
ментом, не изоморфным никакому вычислимому линейному порядку. Заме-
тим, что доказательство последнего результата использует метод приоритета
с бесконечными нарушениями. Более простое доказательство, использующее
только лишь приоритет с конечными нарушениями, получено М. В. Зубко-
вым [4]. Для этого им были рассмотрены линейные порядки с добавленны-
ми предикатами — отношением соседства и блока. Другими словами, такие
структуры ⟨𝐿, <ℒ, 𝑆ℒ⟩ и ⟨𝐿, <ℒ, 𝐹ℒ⟩, где ℒ = ⟨𝐿, <ℒ⟩ — линейный порядок.
В частности, им были построены такие вычислимые структуры ⟨𝐿, <ℒ, 𝑆ℒ⟩
и ⟨𝐿, <ℒ, 𝐹ℒ⟩, что их Π01-начальные сегменты не имеют вычислимых пред-
ставлений. Естественным образом возникает вопрос о справедливости выше-
указанных результатов для оставшихся естественных отношений плотности
𝑑𝑛, предельности справа 𝑃+ и предельности слева 𝑃−.
7
Проблема 3. Верно ли, что существуют такие структуры ⟨𝐿, <ℒ, 𝑑𝑛ℒ⟩, ⟨𝐿, <ℒ
, 𝑃+ℒ ⟩ и ⟨𝐿, <ℒ, 𝑃+ℒ ⟩, что их начальные сегменты не имеют вычислимых пред-
ставлений?
В совместной работе К. Амбос - Шпис, С. Б. Купер и С. Лемпп [15] по-
казали, противоположно результату Р. Коулза, P. Доуни и Б. Хусаинова, что
каждый Σ02-начальный сегмент любого вычислимого линейного порядка име-
ет вычислимую копию. Естественным дополнением к этому результату явля-
ется решение следующей проблемы.
Проблема 4. Верно ли, что каждый вычислимый линейный порядок без
наибольшего элемента является Σ02-начальным сегментом наперед заданной
Σ02-степени некоторого вычислимого линейного порядка?
Уточнение отсутствия наибольшего элемента существенно, поскольку, ес-
ли вычислимый линейный порядок имеет наибольший элемент, то он может
быть только вычислимым (т.е. Σ0-) начальным сегментом.
Цели и задачи исследование. Целями настоящей работы являются:
I. исследование алгоритмической зависимости естественных отношений
соседства 𝑆, блока 𝐹 , плотности 𝑑𝑛, предельности справа 𝑃+ и предель-
ности слева 𝑃− на вычислимых линейных порядках и на вычислимых
представлениях линейных порядков;
II. исследование алгоритмической сложности начальных сегментов вычис-
лимых линейных порядков с добавленными отношениями плотности 𝑑𝑛,
предельности справа 𝑃+ и предельности слева 𝑃−, соответственно, и на-
чальных сегментов, принадлежащих арифметическому уровню сложно-
сти иерархии множеств.
Следующие задачи исследования можно выделить в качестве основных:
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1. получить описание алгоритмической зависимости естественных отно-
шений соседства 𝑆, блока 𝐹 , плотности 𝑑𝑛, предельности справа 𝑃+ и
предельности слева 𝑃− на вычислимых линейных порядках и на вычис-
лимых представлениях линейных порядков;
2. построить вычислимые линейные порядки с добавленными отношени-
ями плотности 𝑑𝑛, предельности справа 𝑃+ и предельности слева 𝑃−,
соответственно, начальные сегменты которых не имеют вычислимых
представлений с вычислимыми отношениями плотности 𝑑𝑛, предельно-
сти справа 𝑃+ и предельности слева 𝑃−;
3. доказать, что каждый вычислимый линейный порядок без наибольше-
го элемента является Σ02-начальным сегментом наперед заданной Σ02-
степени некоторого вычислимого линейного порядка.
Методология и методы исследования. В диссертационной работе ис-
пользованы методы теории вычислимости и теории счетных линейных поряд-
ков. Среди них можно особо выделить технику приоритета с бесконечными
нарушениями и технику приоритета в комбинации с ∅′-оракульной конструк-
цией.
Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теорети-
ческий характер. Результаты, полученные в диссертации, могут послужить
инструментом для дальнейших теоретических исследований в теории вычис-
лимого линейного порядка и теории вычислимых моделей. А также могут
быть использованы при написании учебных пособий и монографий, и чтение
спецкурсов по теории вычислимых моделей в высших учебных заведениях
РФ.
Основные результаты диссертации.На защиту выносятся следующие
основные результаты исследования:
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1. Построена серия вычислимых линейных порядков, демонстрирующая
алгоритмическую независимость естественных отношений соседства 𝑆,
блока 𝐹 , плотности 𝑑𝑛, предельности справа 𝑃+ и предельности слева
𝑃− на вычислимых линейных порядках;
2. Получено описание алгоритмической зависимости естественных отно-
шений соседства 𝑆, блока 𝐹 , плотности 𝑑𝑛, предельности справа 𝑃+ и
предельности слева 𝑃− на вычислимых представлениях линейных по-
рядков, а именно, доказано, что нет других зависимостей, кроме той,
которую установил М. Мозес [37];
3. Построены вычислимые линейные порядки с добавленными отношени-
ями плотности 𝑑𝑛, предельности справа 𝑃+ и предельности слева 𝑃−,
соответственно, такие, что их Π01-начальные сегменты не имеют вычис-
лимых представлений с вычислимыми отношениями плотности 𝑑𝑛, пре-
дельности справа 𝑃+ и предельности слева 𝑃−;
4. Доказано, что каждый вычислимый линейный порядок без наибольше-
го элемента является Σ02-начальным сегментом наперед заданной Σ02-
степени некоторого вычислимого линейного порядка.
Апробация работы.
По результатам диссертации были сделаны доклады:
∙ на международной конференции “Мальцевские чтения 2013” (Новоси-
бирск, 2013 г.);
∙ на научной школе-конференции “Лобачевские чтения 2013” (Казань,
2013 г.);
∙ на международной конференции “Алгебра и математическая логика:
теория и приложения” (Казань, 2014 г.);
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∙ на международной конференции “Logic Colloquium 2014” (Вена, Ав-
стрия, 2014 г.);
∙ на международной конференции “Мальцевские чтения 2014” (Новоси-
бирск, 2014 г.);
∙ на научной школе-конференции “Лобачевские чтения 2014” (Казань,
2014 г.);
∙ на научных семинарах и итоговых конференциях кафедры алгебры и
математической логики Казанского (Приволжского) федерального уни-
верситета 2013–2014 гг.
Публикации. Все основные результаты диссертации опубликованы в ра-
ботах [49]–[58], из них работы [49]–[52] опубликованы в журналах, входящих
в перечень ВАК рецензируемых научных журналов, в которых должны быть
опубликованы основные научные результаты диссертации на соискание уче-
ных степеней доктора и кандидата наук.
Личный вклад автора. Результаты диссертации получены автором са-
мостоятельно.
Структура и объем диссертации. Диссертационная работа изложена
на 89-и страницах и состоит из введения, трех глав, разделенных на парагра-
фы, заключения и списка литературы, содержащего 48 наименований.
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СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ
Во введение обоснована актуальность диссертационной работы, приве-
ден краткий обзор работ, посвященных теме исследования, представлены вы-
носимые на защиту результаты.
В первой главе приведены необходимые для понимания диссертацион-
ной работы предварительные термины, определения и результаты. В первом
параграфе приводятся основные определения и некоторые центральные ре-
зультаты теории вычислимости. Во втором параграфе даны предваритель-
ные сведения теории счетных линейных порядков и некоторые центральные
результаты теории, в частности, приведены определения естественных отно-
шений соседства 𝑆, блока 𝐹 , плотности 𝑑𝑛, предельности справа 𝑃+ и пре-
дельности слева 𝑃− на линейных порядках изучению которых посвящена
диссертационная работа, а именно
Определение 1.2.11. Для данного линейного порядка ℒ = ⟨𝐿, <ℒ⟩ и для
любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 определим
1) интервал: [𝑥, 𝑦]ℒ = {𝑧 | 𝑥 6ℒ 𝑧 6ℒ 𝑦};
2) бинарное отношение соседства: 𝑆ℒ(𝑥, 𝑦) ⇔ (𝑥 <ℒ 𝑦) & [𝑥, 𝑦]ℒ = {𝑥, 𝑦};
3) бинарное отношение блока: 𝐹ℒ(𝑥, 𝑦) ⇔ |[𝑥, 𝑦]ℒ ∪ [𝑦, 𝑥]ℒ| <∞;
4) бинарное отношение плотности интервала:
𝑑𝑛ℒ(𝑥, 𝑦) ⇔ (𝑥 <ℒ 𝑦) & (∀𝑎, 𝑏 ∈ [𝑥, 𝑦]ℒ)[𝑎 <ℒ 𝑏→ ∃𝑧(𝑎 <ℒ 𝑧 <ℒ 𝑏)];
5) унарное отношение предельности справа:
𝑃+ℒ (𝑥) ⇔ (∀𝑦)[𝑦 ̸= 𝑥→ ¬𝑆ℒ(𝑥, 𝑦)];
аналогично,
12
6) унарное отношение предельности слева:
𝑃−ℒ (𝑥) ⇔ (∀𝑦)[𝑦 ̸= 𝑥→ ¬𝑆ℒ(𝑦, 𝑥)].
Вторая глава посвящена изучению зависимости естественных отноше-
ний на линейных порядках. Отправной точкой исследования главы послужил
следующий фольклорный результат (см., например [21]).
Предложение 2.1.1. Существует вычислимый линейный порядок ℒ, име-
ющий порядковый тип 𝜔, такой, что отношение 𝑆ℒ невычислимо.
Так как линейный порядок упорядоченный по типу 𝜔 содержит один
единственный предельный слева элемент, не содержит предельных элемен-
тов справа, не содержит плотных интервалов, и все его элементы содержатся
в одном блоке, то из вышеприведенного факта следует
Следствие 2.1.2. Существует вычислимый линейный порядок ℒ, имею-
щий порядковый тип 𝜔, такой, что отношение 𝑆ℒ невычислимо, а отношения
𝐹ℒ, 𝑑𝑛ℒ, 𝑃+ℒ , 𝑃
−
ℒ вычислимы.
Основной результат первого параграфа, устанавливающий алгоритми-
ческую независимость естественных отношений, является следствием ряда
теорем (2.1.3., 2.1.5.-2.1.6.), полученных в работе, и предложения 2.1.1., и
сформулирован в виде
Следствие 2.1.8. Пусть 𝒫 = {𝑆, 𝑃−, 𝐹, 𝑑𝑛, 𝑃+}. Для любых 𝒫1 ⊆ 𝒫 и
𝒫2 ⊆ 𝒫 таких, что 𝒫1∩𝒫2 = ∅ и 𝒫1∪𝒫2 = 𝒫 , существует вычислимый порядок
ℒ такой, что все отношения из 𝒫1 невычислимы, тогда как все отношения из
𝒫2 вычислимы.
Таким образом, получен исчерпывающий ответ на проблему 1.
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Второй параграф посвящен изучению отношений, которые связаны есте-
ственным образом с отношениями предельности слева и предельности спра-




ℒ . Показано, что данные отношения
алгоритмически зависимы и получено полное описание их алгоритмической
зависимости.
В третьем параграфе второй главы изучается алгоритмическая зави-
симость естественных отношений на вычислимых представлениях линейных
порядков. Для этого были получены следующие варианты ∅′-кодировок ли-
нейных порядков.
Теорема 2.3.5. Линейный порядок ℒ = ⟨𝐿,<ℒ⟩ имеет ∅′-вычислимое
представление тогда и только тогда, когда порядок (𝜁2 + 𝜔 + 𝜁2) · ℒ имеет
вычислимое представление ℒ˜ с вычислимыми отношениями соседства 𝑆ℒ˜ и
блока 𝐹ℒ˜.
Теорема 2.3.9. Линейный порядок ℒ = ⟨𝐿,<ℒ⟩ имеет ∅′-вычислимое
представление тогда и только тогда, когда порядок ((𝜁+1)·𝜁+𝜂+(𝜁+1)·𝜁)·ℒ
имеет вычислимое представление ℒ˜ с вычислимыми отношениями соседства
𝑆ℒ˜, блока 𝐹ℒ˜, предельности слева 𝑃
−
ℒ˜ и справа 𝑃
+
ℒ˜ .
Данные теоремы в совокупности с ∅′-кодировками, полученными в ра-
ботах A.Н. Фролова [10, 11], М. Мозеса [37] и ∅′′-кодировкой, установленной
Р. Ватником [48], позволяют получить полное описание алгоритмической за-
висимости естественных отношений на вычислимых представлениях линей-
ных порядков.
Следствие 2.3.11. Пусть 𝒫 = {𝑆, 𝐹, 𝑑𝑛, 𝑃−, 𝑃+}. Тогда для любых
𝒫1, 𝒫2 ⊆ 𝒫 таких, что 𝒫1
⋃︀𝒫2 = 𝒫 , 𝒫1⋂︀𝒫2 = ∅ и 𝑆 ∈ 𝒫1 влечет 𝐹 ∈ 𝒫1,
существует линейный порядок ℒ такой, что все отношения из 𝒫2 вычислимы,
а все отношения из 𝒫1 невычислимы ни в какой его вычислимой копии ℒ˜.
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Первый параграф третьей главы посвящен изучению алгоритмиче-
ской сложности естественных отношений на начальных сегментах вычисли-
мых линейных порядков с добавленными предикатами. М. Зубков показал,
что существуют вычислимые линейные порядки с добавленными отношени-
ями соседства 𝑆 и блока 𝐹 , соответственно, что их Π01-начальные сегменты
не имеют вычислимых представлений. В первом параграфе рассмотрены
оставшиеся случаи для отношений плотности 𝑑𝑛, предельности справа 𝑃+ и
предельности слева 𝑃−. Получен ряд результатов, дающих положительный
ответ на проблему 3, а именно
Теорема 3.1.4. Существует вычислимая структура ⟨𝐿, <ℒ, 𝑑𝑛ℒ⟩ и Π01-
начальный сегмент ℐ этой структуры, что ℐ не имеет вычислимого представ-
ления.
Доказательство теоремы 3.1.4 разбито на два этапа, а именно, установ-
лены следующие результаты, доказательства которых используют технику
приоритета в комбинации с ∅′-оракульной конструкцией.
Предложение 3.1.5. Для двухэлементного множества𝑀 = {2, 3} суще-
ствует такая ∅′-вычислимая функция 𝑓 , что 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝑓) = 𝑀 и 𝜂-представление
𝑀 типа
1 + 𝜂 + 𝑓(0) + 𝜂 + 𝑓(1) + 𝜂 + 𝑓(2) + 𝜂 + . . .
не имеет вычислимого представления с вычислимым отношением плотности.
Предложение 3.1.6. Для любого непустого множества 𝑀 ∈ ∆02, не со-
держащего 0 и 1, такого, что 𝑀 = 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝑓) для некоторой ∅′-вычислимой
функции 𝑓 , существует такой вычислимый линейный порядок ℒ = 𝒜 + ℬ
с вычислимыми отношениями плотности 𝑑𝑛ℒ, предельности справа 𝑃+ℒ и
предельности слева 𝑃−ℒ , что 𝒜 является Π01-начальным сегментом ℒ и 𝜂-
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представлением множества 𝑀 типа
1 + 𝜂 + 𝑓(0) + 𝜂 + 𝑓(1) + 𝜂 + 𝑓(2) + 𝜂 + . . .
Ясно, что теорема теорема 3.1.4. следует из предложения 3.1.6., если в ка-
честве множества𝑀 взять двухэлементное множество𝑀 = {2, 3} и функцию
𝑓 из предложения 3.1.5.
Модификации предложения 3.1.5. в совокупности с предложением 3.1.6.
позволяют получить аналогичные результаты для отношений предельности
справа 𝑃+ и предельности слева 𝑃−.
Теорема 3.1.11. Существует вычислимая структура ⟨𝐿, <ℒ, 𝑃+ℒ ⟩ и Π01-
начальный сегмент ℐ этой структуры, что ℐ не имеет вычислимого представ-
ления.
Теорема 3.1.12. Существует вычислимая структура ⟨𝐿, <ℒ, 𝑃−ℒ ⟩ и Π01-
начальный сегмент ℐ этой структуры, что ℐ не имеет вычислимого представ-
ления.
Во втором параграфе третьей главы рассматриваются Σ02-начальные
сегменты вычислимых линейных порядков. Основным результатом этого па-
раграфа является следующая теорема, доказательство которой проведено с
помощью метода бесконечного приоритета на деревьях.
Теорема 3.2.1. Для любого вычислимого линейного порядка ℒ = ⟨𝐿,<ℒ⟩
без наибольшего элемента и любого множества 𝑀 ∈ Σ02, существует такой
вычислимый линейный порядок ℒ˜ = 𝒜 + 𝜂, что 𝐴 является Σ02-начальным
сегментом ?˜?, 𝒜 ∼= ℒ и 𝒜 ≡𝑇 𝑀 .
Таким образом, доказано, что каждый вычислимый линейный порядок без
наибольшего элемента является Σ02-начальным сегментом наперед заданной
Σ02-степени некоторого вычислимого линейного порядка.
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В заключении излагаются итоги выполненного исследования. Изложе-
ние работы заканчивается списком литературы.
Автор выражает глубокую признательность научному руководителю Ан-
дрею Николаевичу Фролову за постановку задач, поддержку в работе и ин-
терес к исследованиям автора, Марату Мирзаевичу Арсланову, Искандеру
Шагитовичу Калимуллину, Максиму Витальевичу Зубкову и Марату Хайда-
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